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を受け取るのである。2007 年 10 月に東日本旅客鉄道株式会社(JR 東日本)とミュンヘン
再保険会社の間で締結された地震デリバティブを例にとると，締結時から 5 年間の間に，






















のファイナンス理論，保険理論への適用例については，Embrechts, Klupperlberg, and Mikosch (1997)が詳し
い。 
    


































                           




    
 3  
RNVR が存在するような代表的経済主体の効用関数のもとでのプライシング・カーネ
ルおよび資産固有プライシング・カーネルを導出し，その応用例として，正規分布収
益に対する派生証券評価式を提示している。Camara (2003) は，RNVR が成立する条
件を，変換正規分布(transformed normal distribution)のクラスまで拡張し，Rubinstein お


























期末を時点 T とする。この 2 時点の間には資産の売買を許さない。3   
                           
3 この仮定によって，以下の分析では Black and Scholes(1973)が想定する，連続的取引が可能な経済を否定して
おり，市場の動学的完備性は満たされない。したがって，市場の完備性を保証するためには，市場に十分に多
くの互いに線形独立なペイオフをもつ資産が取引されているか，あるいは，投資家の効用関数が特定の HARA
型に属することが必要となる。詳細は，池田(2000)の第 7 章をみよ。 
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  代表的経済主体の効用関数を  TU W とする。ここで，  U  はリスク回避的 
TW は期末富である。このとき，プライシング・カーネルは 







    





   T TF E W S                                                           (2) 
と求めることができる。4市場性のある資産については，その現在価値は，連続複利表
示の無リスク利子率を fr とすれば， 
  fr T T TS e E W S                                                          (3) 
である。これらの計算には， TW および TS の２変量同時確率分布が必要となる。そこ
で，当該資産あるいは指標固有のプライシング・カーネルを条件付き期待値を用いて 
    T T TS E W S                                                             (4) 
と定義する。5このとき，先物価格は 
     ˆT T TF E S S E S                              (5) 
として，単一の確率変数 TS の密度関数がわかれば計算することができる。  E  は TS が
従う確率密度  Tg S を用いた期待値演算を，ハットを付した  Eˆ  は TS のリスク中立確
率密度      ˆ T T Tg S S g S を用いた期待値演算を表す。市場性のある資産においては，
                           
4 ここでは，無リスク利子率が変動しない１期間モデルを仮定しているので，先物価格と先渡価格は同じ
になる 
5 この概念は，Brennan(1979, p.57)が条件付き限界効用関数(conditional marginal utility function)とよんだ
ものである。本稿では，意味が明確になるようにPoon and Stapleton(2005)に倣って資産固有プライシン
グ・カーネル(asset specific pricing kernel: ASPK)あるいは指標固有プライシング・カーネル(index specific
 pricing kernel)とよぶ。 
 
    
 5  
この先物価格に対応する現在価値は， 




 以下の分析の準備として, 結合密度が次式で与えられるような，2 変量標準ベータ
分布  ,X Y を導入する。6 





g x y x y x y    
       
                         (7) 
 但し， 0, 1,2,3i i   ， 1 2 3T     
，  
  
, 0, 1x y x y  
 
     はガンマ関数で，   1
0
tt e dt      ， 0     
この周辺分布は  1 2 3,X Beta    ，  2 1 3,Y Beta    に従い，密度関数はそれぞれ 





g x x x    
     ，                                   
(8a) 





g y y y    
                                    (8b) 
で与えられ，両者の相関係数は 
    1 32 3 1 3[ , ]Corr X Y
 
      
                    
(8c) 
である。次に，上の標準ベータ分布を変換し，総消費，対象指標を記述する確率分布
を作り出す。変換は，厳密に単調かつ微分可能な関数  f  ，  h  によって行い，総消
費 TW および対象指標 TS が変換された結果， 
    2 1 3,T W wf W Beta p q     ，    1 2 3,Th S Beta p q      
になったとする。  f  については，さらに単調増加性を仮定しておく。このとき変換
                           
6 2変量ベータ分布の詳細については， Kotz, Balakrishnan, and Johnson(2000)の第49章を見よ。 
    
 6  
される前の確率変数 TW と TS の密度関数は， 




T T T T
W W
p q
g W f W f W f W
p q
                               
(9a)
   
 




T T T T
p q
g S h S h S h S
p q
                                         
(9b) 
 である。 
 次に，代表的経済主体の選好を特定する。彼の限界効用は，上で用いた   0Tf W 
であるような単調増加関数によって 
    T TU W f W      , 0                                 (10) 
で与えられるものと仮定する。後に明らかになるが，  はリスク回避の程度を表す母
数である。2 階微分を求めると， 
         1T T TU W f W f W         
ゆえアロウ・プラットの絶対的および相対的リスク回避度が増加関数となるか減少関
数となるかは  Tf W の関数形に依存する。7  
   
補助定理 1 期末の総消費 TW が変換ベータ分布に従い，代表的経済主体の効用関数が
(10)式の限界効用で特徴づけられるならば，プライシング・カーネルは， 
















                           
7 本稿では限界効用にべき型の関数形を仮定したが，f(・)に指数関数を用いれば，Camara(2003)が仮定し
た指数型の関数形も特殊ケースとして位置付けることができる。 
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補助定理 2  期末の総消費 TW と対象指標 TS が 2 変量変換ベータ分布に従い，代表的経
済主体の効用関数が(10)式の限界効用で特徴づけられるならば，指標固有プライシン
グ・カーネルは， 









証明 Ikeda(2010) の Appendix を見よ。■ 
 
Ikeda(2010)では，総消費および派生証券の対象資産・指標が 2 変量一般化ベータ分



















   
                                                    
(13) 
  但し， 0Wa  ， 0 1Wc  ， 0Wb    
であり，総消費の密度関数は 
  
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W W W W
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W da W d c
b
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          
                              
(14a) 
 となる。ここで，  ,W WB p q は次式で定義されるベータ関数である。 
         
1 11
0
, 1 , 0, 0qp
p q
B p q u u du p q
p q
         .                   (14b) 
TW の台(support) は，   1/, 1 WaT W W W WW d b c d    であり，この密度関数で 0Wd  の
ときが，McDonald and Xu (1995)の(2.9)式に一致する。 
  一般化ベータ分布は，6 つのパラメター(aW, bW, cW, dW, pW, qW)を持つが，McDonald 
and Xu(1985)が示す通り，これらのパラメターを適宜設定することにより，第 1 種一
般化ベータ分布(generalized beta of the first kind (GB1))，第 1 種ベータ分布(beta of the 
first kind (B1))，第 1 種逆ベータ分布(inverse beta of the first kind (IB1))，パレート分布
(Pareto)，第 2 種一般化ベータ分布(generalized beta of the second kind (GB2))，第 2 種ベ
    
 8  
ータ分布(beta of the second kind (B2))，Singh-Maddala 分布, Fisk 分布 (対数ロジスティ
ック分布)， Burr 3 型および 12 型分布(Burr type 3 and 12), F 分布，Rayleigh 分布，半正
規分布(half-normal)，半スチューデント t 分布(half-Student's t )，Lomax 分布，Dagum 分
布，逆 Lomax 分布，一般化ガンマ分布(generalized gamma)，ガンマ分布(gamma), カイ
二乗分布 (χ2)，指数分布(exponential)，対数正規分布(lognormal)，変換一般化ガンマ分






















                
                                          (15) 
で表現されるとしてみよう。このとき，絶対的危険回避度を求めると， 







W dW d c
b






  ゆえ DARA 型となる。また， 0Wd  のときは効用関数として解
析解が存在し， 






W W W W
b WU W W F c
a a a b
    
                                
(17a) 
と記述できる。但し，  2 1 , ; ;F     はガウスの超幾何関数(hypergeometric series)であり，
Pochhammer の記法      1 1k k       を用いて 






    


                                           (17b)
と定義される。この効用関数で，さらに 0Wc  とすると，超幾何関数は 1 に収束し 












                                                     
(18)
        
いう，相対的リスク回避度が ( 0)Wa   のべき型効用関数に帰着することを確認できる。 
 以上，総消費の確率分布として変換ベータ分布を，代表的経済主体の選好として
DARA 型効用関数を仮定してプライシング・カーネルおよび指標固有プライシング・
    













定理 1 (Fisher-Tippett，Gnedenko の定理) 独立同一の確率分布に従う n 個の確率変数
1 2, , , nX X X について，その最大値を nM とする。これをnに依存する定数の点列として，








    Pr Pr n nn
n
M bS s s G s
a
        
を満たす退化していない確率分布が存在するならば，  G s は次のどれかひとつになる。 
 I. グンベル(Gumbel)分布      exp exp ,sG s s
                        
(19a) 









                      
(19b) 







                          
(19c)
         
但し，    ， 0  ， 0  である。これら 3 つのタイプの分布を極値分布とよぶ。 
 
                           
8 邦文では，高橋・志村(2016)が最新の包括的な結果を知るのに有用である。 
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 定理１において， 0  ， 1  とした場合が，標準グンベル分布，標準フレシェ分布，
標準ワイブル分布である。 ， はこれらの確率分布の基準化のための母数であるが，
本稿では後述するリスク中立確率の解釈において，ドリフト，ボラティリティとよぶ。 












 以上 3 種の確率分布について，分布関数の変数 s を以下で利用する変数 TS に置き換
えたうえで密度関数を求めると次の通りである。( TS は期末 T における対象指標の水
準を表す。) 
I. グンベル分布    1 exp exp exp ,T TT TS Sg S S   
                 

      
(20a)
 
II. フレシェ分布   1 exp ,T TT TS Sg S S
     
                          
(20b) 
III.ワイブル分布   1 exp ,T TT TS Sg S S
     
                                
(20c)
 
                           
9これら 3 種の極値分布の分布関数は，von Mises (1936, 1954)によって，次式で統一的に
表現できることが示されている。 





                   
 
ただし，   :1 / 0T TS S     とする。上式で定義された確率分布を，一般極値分布
(generalized extreme value distribution)とよぶ。3 つのタイプの極値分布との関係は， 
0  のときワイブル分布 ， 0  のときグンベル分布 ， 0  のときフレシェ分布で
あり，  1/  を形状母数とよぶ。 
 
    






 まず，(7b)式の結果を再掲しよう。 TS を厳密に単調かつ微分可能な関数  h  によっ
変換した確率変数が，ベータ分布    ,Th S Beta p q に従うとき，変換される前の確率
TS が従う確率分布を変換ベータ分布とよび，その密度関数は， 




T T T T
p q
g S h S h S h S
p q
                                    [(7b)]                 
であった。いま， 1p  の場合について上式を書きなおすと 
        11 qT T Tg S h S q h S                                 (21) 
となる。さらに(21)式において，変換関数  Th S を次のように設定すると，3 種類の極
値分布密度(20a), (20b), (20c)に一致することを容易な計算で確かめることができる。 
 I. グンベル分布   11 exp exp ,TT Sh S q


                                     
(22a)
 
 II. フレシェ分布   11 exp exp ,TT Sh S q


                              
(22b) 
 III.ワイブル分布   11 exp TT Sh S q










補助定理 3  期末の総消費 TW が変換ベータ分布，派生証券の対象資産あるいは対象指
標 TS が極値分布に従い，代表的経済主体の効用関数が(10)式を満たす限界効用で特徴
づけられるならば，対象指標固有のプライシング・カーネルは， 
    
 12  





   
                                         
(23a)
 
II. フレシェ分布   exp 1TT SS q q
  
                                   
(23b) 
III.ワイブル分布   exp 1TT SS q q
  




証明 補助定理 2 において 1p  とおき，各極値分布について，変換関数を(12)式へ代
入する。■ 
 
定理 2 期末の総消費 TW が変換ベータ分布，派生証券の対象資産あるいは対象指標 TS
が極値分布に従い，代表的経済主体の効用関数が(10)式の限界効用で特徴づけられる
ならば，対象指標のリスク中立確率  ˆ Tg S は 
I. グンベル分布    ˆ ˆ1ˆ exp exp exp ,T TT TS Sg S S   
                 

      
(24a) 
         但し ˆ ln 1
q
          
II. フレシェ分布   1ˆ exp ,ˆ ˆ ˆT TT T
S Sg S S
     
                   
,    (24b) 




        
III.ワイブル分布   1ˆ exp ,ˆ ˆ ˆT TT T
S Sg S S
     
                    
,    
 
(24c) 





       
で与えられる。 
証明      ˆ T T Tg S S g S を求める。■ 
 
 定理 2 の 3 種の分布のリスク中立確率を，観測確率(20a)，(20b)，(20c)式と見比べる
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とフレシェ分布とワイブル分布については，ボラティリティの母数 がリスク回避度に
応じて修正されており，  0 1 / 1q   ゆえリスク回避の程度  が大きいほどフレシ
ェ分布ではボラティリティが拡大され，ワイブル分布ではボラティリティが縮小されて
いる。また，グンベル分布ではボラティリティは変わらないが，ドリフト が修正され，
  ln 1 / 0q  ゆえ，ドリフトはリスク回避  およびボラティリティ が大きいほど，
下方へ調整されることになる。 
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とにする。10 






命題 1 極値分布に従う対象指数について，限月が T 年後の先物価格は， 
I. 対象指数がグンベル分布に従う場合  
  ln 1F
q
                                                            
(25a) 



















証明 付録 A を見よ。■                                      
 
 先物市場において対象指標に関する先物契約が取り引きされ，先物価格 F が観測可
能であるならば，命題 1 の結果を用いて代表的経済主体のリスク回避パラメター  を
F の明示的な関数として表すことができる。そこで，定理 2 で導出したリスク中立確




                           
10 以下でとりあげる地震デリバティブは，定められた期間中における最大マグニチュードに対する派生
証券である。他に，地震等の大規模自然災害により生じた損害を指標化したPCSなどのインデクスに対す
る派生証券も開発されている。Abdessalem and Onishi (2014)は，PCSインデクスに対するコールオプショ
ンを極値理論を利用して評価している。 
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定理 3 期末の総消費 TW が変換ベータ分布，派生証券の対象資産あるいは対象指標 TS
が極値分布に従い，代表的経済主体の効用関数が(10)式の限界効用で特徴づけられる
とする。対象指標について，限月が T 年後に設定された先物価格が観測可能であり，
F であるとするならば，対象指標のリスク中立確率  ˆ Tg S は 
I. グンベル分布  
   1ˆ exp exp exp ,T TT TS F S Fg S S    
                   

       
(26a) 
     但し
 
0.57721566                     
II. フレシェ分布 
       
1 1ˆ exp ,
1 1T TT T T
F Fg S S
S S S
        
                            
,   (26b) 
III.ワイブル分布  
     1 1ˆ 1 exp 1 ,T TT T
T
S Sg S S
S F F
       
                                
,   
 
(26c)
   
で与えられる。 
 
証明 命題 1 の結果をリスク選好パラメターγ について表し，定理 2 のリスク中立確
率に代入，消去する。■
  





4.2 地震発生リスクに対する債券(CAT Bond)の評価 
 地震発生リスクに対して契約される大災害債券(catastrophe bond:CAT bond)には種々
あるが，典型的には，大地震が発生した時には利子，額面の支払いが減額あるいは猶
予されるタイプの債券が多い。例えば，Zimbidis, Frangos, and Pantelous (2007)が評価し
た満期 5 年の CAT 債券のペイオフは，同論文(2.3.4)式によれば次のような構造をもつ。 
まず，クーポン支払は，第 t 年度中に観測される最大マグニチュードを tM とすると， 
 
 3 , if 0,5.4
2 , if (5.4,5.8]
, 1,2,3,4,5
, if (5.8,6.2]











         
              (27a) 
であり，最大マグニチュードが大きいほどクーポンレートは減免されて，6.2 を超える
    













2 / 3 , if (6.6,7.0]
,
1 / 3 , if (7.0,7.4]






      
                                  (27b) 
であり，最終年度に大きな地震がおきるほど償還額が減免され，マグニチュードが 7.4
を超える大地震発生のときには全額償還額は減免される仕組みになっている。 











, if (0, ]




K R M m
C
M m
    
  , 1, ,t N                             (28a)
   
2
2
, if (0, ]







   





第 N 年度における地震の最大マグニチュードが 2m を超えるならば元本の返済は行わな
いとすることで，典型的な CAT 債の特徴を捉えている。 
 
命題 2 極値分布に従う対象指数について，(28a)(28b)式のペイオフをもつ，額面 K 円，
満期 N 年 ，クーポンレート R の CAT 債券の現在価値は以下の通りである。なお，無
リスク利子率 fr (連続複利表示)は一定と仮定する。 

















                                       
    
2exp expfNr F me K 
                           
(28a) 
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                        
        





                                                  
(28b) 

















                     
   




                                                     
(28c) 
    但し 1 2,m m   を仮定する。 
 
証明 付録 B を見よ。■  






命題 3 無リスク利子率 fr が一定で，対象指数が極値分布に従うとする。その先物価
格 F が観測できるとき，権利行使価格(指標)が X，満期が T 後のヨーロッパ型コール
オプションのプレミアムは以下の通りである。11 
I. 対象指数がグンベル分布に従う場合  
 
0,exp exp expf fr T r T F X F X F XC e F e      
                                       
 
                           
11 これらの評価式には fr Te F という先物価格を無リスク利子率で割り引いた項が現れる。対象とする指
標が売買可能な資産あるいはそれに対応した指標の場合には， f
r Te F S  が成立し，当該資産・指標の
現在の価格・値に一致する。しかし，地震のマグニチュードのように，それ自体売買が不可能な指標の場
合には、現在の指標の値 S はその将来の値 TS の現在価値にはなっていないので，この関係は成立しない。 
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1 exp expfr T F Xe X 
                               
(29a) 

















   
 

                                                                         






1 11 , 1
1
11
f fr T r T
X
F





                             
 
    




                                          
(29c)
  
但し，   1, a t
x
a x t e dt
     は第 2 種不完全ガンマ関数である。 
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付録 A  命題 1 の証明 
 
I. 対象指標がグンベル分布に従う場合 
 高橋・志村(2016, p.23)によれば，標準グンベル分布を xとすると，これは標準指数分布
を用いて lnx    と表すことができる。いま，リスク中立確率のもとで対象指標は 
  ˆ ˆ lnTS x                                                              (A1) 
と表せる。 TS の積率母関数を，標準指数分布の確率密度が ( )g e
  であることを用いて
求めると 
    ˆ ln ˆˆ ˆt t tM t E e e E                   
     1 1ˆ ˆ
0 0
tt t te e d e e d                 
       
 ˆ 1te t                                                               (A2)        
となる。    はガンマ関数である。先物価格は  ˆ TF E S ゆえ 1 次積率を求めると 
        ˆ ˆ0 0ˆ ˆ 1 1t tT t tdE S M t e t e tdt                ˆ 1 1       
    ˆ    ,   1                                            
    ˆln 1 ln 1
q q
                             
                            (A3) 
を得る。上式にはガンマ関数を微分した値  1 が現れるが，その値は収束することが知
られており，  1  0.57721566 を Euler-Mascheroni 定数とよぶ。上式では同定数を，リ









ˆTS                                                                      (A4)                
と表すことができる。先物価格はこの期待値ゆえ 
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  
11 1 1 1
0 0
ˆ ˆˆ ˆ ˆTE S E e d e d
            
                     
    
1ˆ 1  
        
    
1 1
1 ˆ1 1 1
q q
     
                         

                          
(A5)
 
となる。    






x    と表すことができるので， 
 
1
ˆ ˆTS x     
        





11 1 1 1
0 0
ˆ ˆˆ ˆ ˆTE S E e d e d
            
                     
    
1ˆ 1  
        
    
1 1
1 ˆ1 1 1
q q
     
                          






付録 B  命題 2 の証明 
 
クーポン債の評価ゆえ，定理 3 で導いたリスク中立確率を利用して，N 個のクーポン
と満期に償還される額面の現在価値の合計として 
 




r t r N
t N
t
P e E C e E K 

 
                                             
(A8)
 
を求める。ここで第 t 年度のクーポンの期待値は    1ˆ Pˆrt tE C KR M m   ，償還額面の
期待値は    2ˆ PˆrN NE K K M m   であるから， 
    1 2
1
ˆ ˆPr Prf f
N
r t r N
t N
t
P e KR M m e K M m 

     
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                            
(A9) 
となる。上式においてリスク中立確率  1Pˆr tM m および  2Pˆr NM m は，定理 1 で示
した 3 種の極値分布の分布関数によって評価できるので， 
 I. 対象指標がグンベル分布に従う場合 
   11 ˆPˆr exp exp ,t mM m s
          

                
(A10a) 
 II. 対象指標がフレシェ分布に従う場合 
    11 1Pˆr exp ,ˆt
mM m m
 
                                             
(A10b) 
 III. 対象指標がワイブル分布に従う場合 
   11 1Pˆr exp ,ˆt
mM m m
 
                                             
(A10c)
 
となる。なお，ここで 1 2, , , tM M M は独立同一の分布に従い，簡単化のため１期間




付録 C  命題 3 の証明 
 
コールオプションのプレミアムは，リスク中立確率密度を用いて， 
    ˆ ˆ ˆPr Prf fr T r TT T T TC e E S S X S X e X S X                                 (A11) 
によって導出できる。 
I. 対象指数がグンベル分布に従う場合 
 命題 1 の証明と同様に標準指数分布を用いると，対象指数は(A1)式，即ち 
  ˆ lnTS        
と表すことができるので，(A11)式右辺第 1 項の条件付き期待値部分は 
   ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆPr ln exp Pr expT T T X XE S S X S X E       
                          
    
を求めればよい。ここで，標準指数分布は任意の k(>0)について 
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E k k e d             
 




e d e d          
 
  1ln k
k
k e e d             
    0, ln kk k e                                                         (A12) 
となる性質がある。ここで は Euler-Mascheroni 定数，  ,   は第 2 種不完全ガンマ関数
であり   1, a t
x
a x t e dt
     と定義される。したがって，(A11)式の条件付き期待値部分
は 




                    (A13) 
となる。 
 次に(A11)式右辺の第 2 項の確率は 








          1 ke   
  
ˆ
1 exp exp X 
                                 
(A14) 
となるので，(A13)，(A14)式を(A11)式へ代入し， ˆ F    を代入してリスク選好パラ
メターを消去すると証明すべき本文(29a)式を得る。 
 




ˆTS                                                         
と表すことができる。これを用いて(A11)式を求める。 
 (A11)式の条件付き期待値部分は 
   1ˆ ˆ ˆ ˆˆPr Prˆ ˆT T T X XE S S X S X E
 
       
                                
  




ˆ X e d


        
     
    




X    
                                  
(A15) 
となる。 
 (A11)式右辺の第 2 項の確率は 
    ˆ ˆ ˆPr Pr 1 PrˆT XS X k k
 






















ˆTS   
      
                                                    
と表すことができる。これを用いて(A11)式を求める。 
 (A11)式の条件付き期待値部分は 
   1ˆ ˆ ˆ ˆˆPr Prˆ ˆT T T X XE S S X S X E
 
       
                               
  
  




ˆ Xe d e d
  

          
          
   
1 1ˆ 1 1 ,
ˆ
X     




 (A11)式右辺の第 2 項の確率は 
  ˆ ˆPr Pr 1ˆ kT XS X k e
 








                                          
(A18) 
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